Problém optimalniho riistu mikrofasy a jeho

analyza na dlouhodobém ¢&asovém horizontu

Sergej Celikovsky

UTIA AV CR, v.v.i.

22.11.2011



(1) Uvod

9 Princip maxima Pontrjagina
9 Model rlistu mikrofasy a jeho vlastnosti

Q Optimalni ¥izeni produkce mikrofasy

O zaver

S. éelikovsky Problém optimdlniho riistu mikrofasy a jeho analyza na dlouhodobém &asovém horizon 2 / 25



Obsah Uvod Princip maxima Pontrjagina Model riistu mikrorasy Optimalni Fizeni produkce mikrofasy Zavér

Princip maxima Pontrjagina

Uloha s volnym pravym koncem na pevném &asovém Ulseku

Tvrzeni
Necht u®Pt je optimdini Fizeni minimalizujici kritérium J, dané jako:
x=f(x,u),x =[x1,..., %)) €R",uc UcCR™,
J= ftzf fo(x, u)dt + ¢(x(tr)), x(to) = x°, x(tr) € R",
kde x° € R",0 < ty < tr a kompaktni U jsou ddna a necht
x°Pt(t), x°Pt(0) = x0, je odpovidajici stavovd trajektorie. Potom
F(t) = [1(t), -, a(t)]T # O takové, Ze platiVt € [to, tf] :

= G (uort, xPt)T — SL(u%Pt, xP)Th, () = —G2(x(t)),
maxycu [ fo(xP*(t), u) + 9 T ()f (xP (1), U)] =

[ xR (E), uPH(8)) + T (E)F (P (1), u°Pf<t))] |
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Princip maxima Pontrjagina

Princip maxima Pontrjagina

Uloha s volnym pravym koncem na pevném casovém Useku

Bez ztraty obecnosti miizeme brat ¢ = 0, nebot

P(x(tf) Xo)‘f‘/0 —de— $(x0) /O f(x,u)dt,

a protoZe ¢(xp) je jednoznatn& déno, stadi tedy zaménit fy(x, u) za
folx, u) = folx, u) + G2F(x, u)

a adJugovany stav w( ), U(tr) = d’( (tr)) za adjugovany stav
o(t) = w—i- (t) ¥(tf) = 0, nebot

. 82
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Princip maxima Pontrjagina

Princip maxima Pontrjagina

Uloha s volnym pravym koncem na pevném casovém Useku

Ekvivalentni problém:

pro dané to, tr, X0, U, nalézt Ty < Tr € R a méfitelné
u°Pt(t) € U, t € [To, T¢, které minimalizuje xo( T¢), kde:
)-(0 - fO(Xa U), X = f(X7 U), )-(n—f—l = ]-7 [X07X7Xn+1](TO) = (07X07 t0)7
[x0, %, %n11](T¢) € {% = [%0, %, %ny1,] € R™? | Rnp1 = tr}.

PouZijeme princip maxima Pontrjagina (PMP) z knihy
[PBGM] Pontrjagin, Boltjanskij, Gamkrelidze, Mis&enko:
Matematiceskja teorija optimal’'nych procesov*.

11961, Fizmatgiz; 1962, Wiley; 1964, Praha, SNTL; 1964, Pergamon
Press; 1964 Berlin, Dt. Verl. Wiss., N; 1966, Tokyo, J; 1967 Viden a
Mnichov, N; 1968 Varsava; 1969 Moskva, Nauka, 2hé vydani; 1976 3ti;
1983 4té; 1978 Moskva, Nauka, F.
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Princip maxima Pontrjagina

Princip maxima Pontrjagina

Uloha s volnym pravym koncem na pevném casovém Useku

Podle Véty 3 v [PBGM] z optimality u®*(t) € U, t € [To, T¢], s
volnymi Ty < Ty, plyne existence (t) # 0, kde

: : of] " or1T
) do=0, i =] o |5L] 0. =0

(2) % = [tho, ¥, ¥na] ", ¥(Tr) =0,

takové, Ze plati

(3) H(p(t), u™ (), x"(t)) = max H(4(t), u, x*P*(t))

uel

(4) ©o(Tr) <0, H((T), u®(Tr), x(Tr)) = 0,
kde H := tofy + 1) f 4+ 1,1 je Hamiltonidn roz&iteného systému.
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Princip maxima Pontrjagina

Princip maxima Pontrjagina

Uloha s volnym pravym koncem na pevném casovém Useku

Pomoci (2) mdme, Ze podminky (4) jsou ekvivalentni

Yny1(Tr) +1o(Te)fo(Te) = 0, 1o(Tr) <0,

ProtoZe vo(T¢) = 0 = 9(t) = 0, co? odporuje PMP, musi diky
(1,2) dokonce platit, Ze

(5) wnt1(Tr) +vo(Tr)fo(Tr) =0, vo(Tr) <O,

Protoze 1o(Tf) < 0, rovnost v (5) je spln&na volbou 9,11(T¥).

Diky homogenit& adjugované rovnice (1) a Hamiltonidnu

H := 4ofy + 1" f + 1hny1 vzhledem k ¢ = [tho, 1), ¢pg1] T, musi
existovat také YeSeni s o( T¢) = —1 = () = —1.

Podminky (1,2,3,4) tak ptejdou v podminky Tvrzen.
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Model ristu mikrofasy

Model ristu mikrofasy a jeho vlastnosti

Figure: Schéma Eilers-Peetersova fenomenologického modelu fotosyntézy.

“A" aktivovany stav;
"B" inhibovany stav;
“R" odpotivajici (resting) stav.
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Model ristu mikrofasy
Model ristu mikrofasy a jeho vlastnosti

Necht xa, x5, Xgr, Xa + Xg + xg = 1, jsou pravd&podobnosti, &i
pomérné koncentrace, pfislusnych stavil, xa, xg pfimo méfitelné.

ML

o 0 7] (2] o[3]

tr

(1) J = m(tr — to)l/ xa(t)dt .

to

—1y-1 2y—1y-1
(8) Xass = AOUALTASY,  XBgs = QBUTALTAS ",
zde Ar s < 0 jsou pfisludna vlastni &isla matice na pravé strané (6)
s konstantnim vstupem.

(9) uopt, = 71/251/20471/2571/2, u* = u/Uopt-
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Obsah Uvod Princip maxima Pontrjagina Model rastu mikrofasy Optimalni Fizeni produkce mikroFasy Zavér

Biologicka konzistentnost modelu

Model (6) je pFijatelny z biologického hlediska také proto, Ze
oblast, ve které jeho stavy davaji biologicky smysl, je invariantni.
Tato oblast je ddna podminkami, Ze x4, xg jsou nezdporné a jejich
soulet nesmi byt v&tdi nez 1, nebot také hodnota xg = 1 — x4 — x5
je nezdpornd. Proto je dilezité, Ze plati ndsledujici Tvrzeni.

Tvrzeni

Necht

(10) Al = {[Xl,XQ]T € R2‘X1 +x <1,x3>0,x > 0}

Potom, A je invariantni v &ase smérem dopFedu mnoZinou
systému (6) pro kaZdou méFitelnou a kladnou funkci u(t).
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Model ristu mikrofasy
P¥ehlednéjsi parametrizace

Model (6-7) pFepiseme pomoci vhodnéjsi parametrizace

e ey fas
qiL = aﬂ7Q2 = 5 a+57q3 = Ry ,B’Y’CM = Qqy, gs 1=

)
o

které spolu s jiz zavedenym u* := u/ugpt, vedou na:

l[XA]:[qz(lﬂqu) 0 :|[XA:|
“ | %g 0 wlie | L xs
ol (T+gs) 1 XA u*
u [ s 0 ||xs|T] 0|
t,

(12) J = as(L+ as)ler — )" [

to

X
xa(t)dt .

S. Celikovsky
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Model ristu mikrofasy
P¥ehlednéjsi parametrizace

g1 v uE m~=2s7L, g, g5 bezrozm&mé, g3, ga v s~

g1, G2 - vlastnosti ustdleného stavu systému;

g3 ovliviiuje jen méfitko produkce;

q1 = Ugpt,, (“"konstantn{”" optimalni ¥izenf);

g4 ovliviiuje celkovou dynamiku jen celkovym $kdlovanim &asu;

% je maly parametr;
2

P¥esngji, [Rehak, Celikovsky, Papatek, 2008, TAC IEEE]:
g1 := 250.1064Em~—2s71, g, := 0.301591, g3 := 0.000176498s71,
qgas := 0.483955s71, g5 := 0.000298966, % = 0.00328689.

2
Vzorce pro ustaleny stav jsou také jednodussi:

u*2 u*

y XAgs — .
w2t/ + 177 @1+ gs) (v + v /g2 + 1)

XBss =
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Model ristu mikrofasy
Fotoinhibice

Madlo svétla neni dob¥e, ale hodné také ne:

K¥ivka zavislosti ustdleného produktu xa.; na osvétleni je tzv.
Haldanova kF¥ivka, ¥ika se ji také Haldaniv (staticky) model; nebo
také ustdlend kinetika Haldanova typu.

Haldanova k¥ivka stoupd monoténné z nuly v nule aZ na své
maximum a poté monoténné klesa az k nule v +o0.

Dynamicky model fotoinhibice (PSF) je pak prav& model (11) :

)70 g |15

q2(1+gs
o (T+gs) 1 XA u*
“[ —gs 0| xe] |0 ]
tr
J= @it + as)(tr o) [ xa(e)de
to
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Model ristu mikrofasy
Integrace svételného G&inku

Experimenty ukazuji, Ze mikrofasa ma v Zivném roztoku schopnost
integrovat svételny ucinek, tj. pfi velmi rychlém st¥idani svétla a
tmy odpovida jeji rlst konstantnimu priimé&rnému osvétleni.

Matematické vysvétleni: bilinearni systém, véta o konvexifikaci
pravé strany diferencidlni inkluze.

x € F(x) — mnoZina dosaZitelnych stavi X(t, xg)
X € convF(x) — mnoZina dosaZitelnych stavi X(t, xp)

[Celikovsky, Kybernetika, 1987 a 1988], konkrétni odhady p¥esnosti
a algoritmus aproximace pro obecné bilinedrni systémy a vstup,
[Papatek, Celikovsky, Ruiz a Stys, Kybernetika, 2007], odhady a
algoritmus aproximace pro PSF model fotosyntézy a konstantni u.

Zavér: popsany model zohledfiuje experimentdlné ovérené jevy.
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Model ristu mikrofasy
Redukce metodou singularni perturbace

L[XA]:[qz(lﬁL%) 0 ][XA]
@ | X8 0 qz(lqiqs) XB

_u*[(1+q5) 1][XA Ry ’

—gs O XB 0

ii[XA]:_{%(l‘f‘%) 0 ][XA]
95 . % I | Xp 0 q2(fiqs) XB

e llE ] e )

1 Z—g%f‘ o @(l+g) O XA
qa dxg - 0 92

dr 1+gs XB

| E S]]
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Obsah Uvod Princip maxima Pont Model rastu mikrofasy Optimalni Fizeni produkce mikroFasy Zavér

Redukce metodou singularni perturbace

s u*(l—xg)
(13) XAS B (u*+q2)(1+q5)’ S 2
dxg _ _ _9a95xp + qags(1—xg)u”
dt @2(1+gs) * (1+gs5)(v*+q2)°

Tvrzeni

Necht x(t,x%),t € T := [to, t1], je FeSenim (11) genererovanym
po&atecni podminkou x°(tg) = (x3,x3)T € AL, viz (10) a necht je
ddna omezend méFitelnd funkce u*(t),t € Z. D4le, necht pro

Uap €[0,1],P >0,D >0, >0 aVt € T plati:

7 ()1 PTFgs | =
ti —to > T(e) = (D + 1)(q2ga) ' log (¢ 'K (P — K)),

vl _ Uap <D, ‘XAO - U, l_Xg‘ <P,

(14)
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Obsah Uvod Princip maxima Pontrjagina U 17 Optimalni ¥izeni produkce mikrofasy Zavér

Redukce metodou singularni perturbace

Tvrzeni

~ 4+ 1)2
(15) K = \/2q5 +6g5+5, K= max{D+q5,q5%}.

2

Predpoklddejme, Ze g2 345 > 0, q» < 1. Potom existuje FeSeni
x°(t,%°), x°:=(x3,x3)" rovnic (13) takové, Ze pro vechna

e>0aP>K plati
(16) ||x°(t,5°) — x(t,x°)|| < K(K + D) +¢, YV t> to+ T(e).

Navic, pokud P < K, potgm_platl'
x> (t,%°) — x(t,x%)|| < K(K + D) ¥Vt > to.
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Obsah Uvod Princip maxima Pontrjagina Model rastu mikrofasy Optimalni fizeni produkce mikrofasy Zavér

Redukce metodou singularni perturbace

Dasledek

Predpokladejme, Ze plati vsechny pFedpoklady Tvrzeni 3 s
vyjimkou toho, Ze U,, je nahrazeno pocdstech spojitou funkci
Uap(t) € [0,1] Vt € I takovou, Ze jeji skoky v nespojitostech jsou
v absolutni hodnoté mensi neZ E > 0 a casové useky mezi
jednotlivymi skoky jsou del3i neZ AT := (D + 1)(g2qa)~* log(2).
Potom pro P > K plati¥ t > to + T(g)

(17) [|Ix3(t,8°) — x(t,x°)|| < K(K + D + 2E) +¢.

Navic, pokud P < K, potgm_platl'
x> (t,%°) — x(t,x%)|| < K(K + D + 2E) ¥t > to.
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Model ristu mikrofasy
Redukce metodou singularni perturbace

Metoda singuldrni perturbace tedy aproximuje dob¥e i systémy s
nespojitymi vstupy, pokud jsou hodnoty jejich skoki omezené a &as
mezi nimi dostate¢né& velky.

MinimaIni povolend doba mezi skoky AT je pro dané hodnoty
q2, g4 zhruba rovna AT = (D + 1)4.8s, zatimco

K =~ 5, K ~ max{D + 0.003,0.0003}.

Na aproximaci m3 vliv hodnota u*(t)/(u*(t) + g2), nikoliv sdm
vstup u*(t).

Typické optimalizagni produkéni b&hy: cca 10°s.

Jednd se tedy o rozumnou miru aproximace, i kdyZ z &isté
teoretického hlediska to neumoZni optimalitu dokazat, nebot nelze
vyloudit, Ze optimalni Fizeni se méni jest€ mnohem rychleji, nez je
pFipustd mez platnosti aproximace redukci.
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Optimalni fizeni produkce mikrofasy

Optimalizace jedno-dimensiondlni redukce

(18) J:/OT(X11)ﬂ dt — min, u(t) € [0, U],

u(t)+L
) K 1—x)u?
(19) X1 = —TX]_ + %K, X]_(O) = X](_) S [07 ]_],

(20) K :=qugs(1+gs5) ™", L:= qo.

ulx—1) (1—-x)u? 1
oy = o (B - ),
. K
(22) ¢n = uj_LﬂL?/)l(TﬁLUﬁK), Y1(T) =0.

(23) w°(6) = a(va(e). a(us) = min{ = L+ [12 = 2 U},
kde 11 (t) je ¥eSeni (22) s u = a(¢1).
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Obsah Uvod Princip maxima Pontrjagina Model riistu mikrofasy Optimalni fizeni produkce mikrofasy

Optimalizace jedno-dimensiondlni redukce

Tvrzeni

Optimdini ¥izeni (23) roste na intervalu [0, T — T*], zatimco na
intervalu [T — T°2 T] plati u(t) = U. Navic, délka saturované
&dsti TS nezdvisi na T, a dokonce plati

we  LU+L) U%(U +2L)
T ‘JqU+L+uﬂﬂ%<uﬂ—1xU+Q)'

Optimalni ¥izeni nezdvisi na po&ate¢nim stavu.
Tvrzenfi

Necht u$(t) je optimdlini Fizeni (23) na pevném Easovém dseku
[0, T] a pFedpokladejme, Ze U > 1. Potom:

Ve, T>0,3T(e,T)>0: | (t)—1] <e Vtelo,T]

(o]
UT(e,T)
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Optimalni fizeni produkce mikrofasy

Optimalizace jedno-dimensiondlni redukce

1200 1200 1200
1000 1000 1000
800 800
800
600 600
600
400 400
400
200 400 600 800 1000 0 2000 4000 6000 8000 10000 0 20000 40000 60000 80000 100000

7.

Figure: Optimalni ¥izeni redukce v uE m=2s7!; &as je v s.

S. Celikovsky
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Uvod do PMP.
Popsan dynamicky model PSF a jeho vlastnosti.

Optim3lni fizeni pomoci aproximace jedno-dimensionalni
redukci.

Optimalini produkce konverguje se vzristajici délkou &asového
intervalu ke konstanté.

@ Prozkoumadna hypotéza z biotechnologické literatury.
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Dékuji za pozornost!
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